MODELOWANIE KOMPUTEROWE KONSTRUKCJI
BUDOWLANYCH

Istotnym elementem projektowania komputerowego jest stworzenie odpowiedniego
modelu obliczeniowego konstrukcji.
Tworzenie 1 wykorzystanie takiego modelu przedstawia schemat blokowy
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Podczas tworzenia modelu komputerowego konstrukcji istotnym jest zachowanie

odpowiedniej adekwatnosci modelowe; migedzy rzeczywista  konstrukcja

a spreparowanym modelem komputerowym. Przechodzac od rzeczywistej konstruke;ji

do modelu szczegdlng uwage nalezy zwrocic na:

- adekwatng geometri¢ uktadu konstrukcyjnego

- sztywno$¢ poszczegdlnych elementow konstrukcyjnych, a niekiedy rowniez

1 weztow

- odpowiednie podparcie konstrukcji tak by nie stanowita ona uktadu geometrycznie
zmiennego

- odpowiednich schematow obcigzen 1 ich kombinatoryki
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METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH

Metoda elementow skonczonych MES (z ang. Finite Element Method) jest to obecnie
jedna z najszerzej stosowanych metod rozwigzywania ro6znych probleméw
inzynierskich. Jej uniwersalno$¢, polegajaca na tatwosci schematyzacji réznych
obszaréw o skomplikowanej geometrii, takze niejednorodnych 1 anizotropowych,
kwalifikuje ja jako dobre narzgdzie do modelowania probleméw fizycznych. Rozwo;j
metody elementow skonczonych przebiegal 1 nadal przebiega, rownolegle z rozwojem
techniki komputerowej. Pierwsze prace stosujagce metode elementéw skonczonych
zostaly opublikowane w latach czterdziestych ubieglego wieku. Poczatkowo
obliczenia przeprowadzane za pomocg metody elementow skonczonych dotyczytly
obiektow o bardzo prostych geometriach (najczgsciej modelowanych jako
jednowymiarowe) 1 stalych wiasnosciach materiatlowych oraz zjawisk opisanych
liniowymi réwnaniami rézniczkowymi. Od lat siedemdziesigtych metode elementéw
skonczonych zaczeto stopniowo stosowac do rozwigzywania problemow nieliniowych,
ale dalej dla obiektoéw o stosunkowo prostych geometriach, modelowanych jako 1D
lub 2D. Gwaltowny rozwdj techniki komputerowej w latach osiemdziesigtych,
zwigzany z coraz wigkszag moca obliczeniowa komputeréw oraz mozliwoscig
operowania 1 przechowywania bardzo duzych zbiorow informacji, umozliwil
zastosowanie metody elementéw skonczonych do obliczen problemoéw nieliniowych
dla obiektow o dowolnie ztozonych geometriach, szczegdlnie 3D.



W zalezno$ci od stopnia skomplikowania dzieli si¢ ona na dwie podstawowe metody:

- metodg sprezysta (czgsto zwang metodg liniowa)

W tej metodzie zaklada si¢, ze przemieszczenia konstrukcji wywotlane
obcigzeniem sg male; duzo mniejsze od wymiarow konstrukcji. Roéwniez odksztatcenia
elementéw sg nieznaczne i cz¢sto zaniedbywane.

Charakterystyki materiatu przyjmowane w modelu ograniczajg si¢ do zakresu liniowo
sprezystego (mozliwe jest stosowanie prawa Hooke a)

oc=F-¢

1 przyjmuje si¢ staly modut Younga E =tga

Oa
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5
- metoda plastyczna (metoda nieliniowa)
W tej metodzie zaktada si¢, ze przemieszczenia konstrukcji moga by¢ dowolne
(zwykle jednak sg one ograniczone przez geometryczng niezmiennos¢ konstrukeji).

Charakterystyki materiatu przyjmowane w modelu zazwyczaj nie sa liniowe, a ich
przebieg jest niemalze dowolny.
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G4 Modut wzmocnienia

E =tg(P)
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Modut Younga
\oc E=tg(a)
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Przyktad materiatu nieliniowego




Obliczenia dla konstrukcji z nieliniowymi modelami sg wykonywane w ten sam
sposob jak dla uktadow z zakresu liniowo sprezystego, ale obcigzenie jest dzielone na
mniejsze wartosci 1 przyktadane dla odksztatconej konstrukcji. W ten sposéb kazdy
krok mozna traktowac jako zagadnienie liniowo sprezyste.

Tensor naprezen i tensor odksztalcen.

Naprezenia, dzialajace na element o nieskonczenie matych wymiarach, zestawia si¢ w
macierz, ktéra nosi nazw¢ tensora stanu naprgzen ¢ a wyglada w nastepujacy sposob:

Gn‘ T.\)’ Tx:
G = T}C\' G})* T_v:
T:\' T:v 0::

Sens fizyczny tensora napregzen ilustruje rysunek:

Napre¢zenia ©j 1 Tj; s3 nazywane sktadowymi tensora naprezen. Powyzsza
.. : : T —
macierz jest macierza symetryczng czyli 0 =0 oraz T;; =7 ;.
Odksztatcenia elementu o nieskonczenie matych wymiarach, zestawia si¢ takze

w macierz, ktéra nosi nazwe tensora stanu odksztalcenia € 1 wyglada w nastepujacy
sposob:

€ Y Xy Yz
€=17 yx 81’1»‘ Yy:

Y:.\' Y zy € zz




Sktadowe tensorow naprezen 1 odksztatcen mozna zapisa¢ w formie wektorow:
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Ze wzgledu na symetri¢ skladowe tensora naprezen moze by¢ przedstawiona jako
a sktadowe odksztalcen jako:

wektor :
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Odksztatcenia jako pochodne przemieszczen mogg by¢ zapisane za pomocg wzoréw:
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Rownania konstytutywne

Réwnania wigzace skltadowe tensoroOw naprezenia i1 odksztalcenia nazywajg sie
roOwnaniami konstytutywnymi Metody Elementow Skonczonych i sg zapisywane w
postaci:

o=D-¢
e=D"0o
A+2u A A 0 0 O]
A A+2u A 0O 0 0
. A A A+2u 0 0 O
0 0 0 u 0 0
0 0 0 0O u 0
| 0 0 0 0 0 u|
(1 —v —v 0 0 0
-v 1 -v 0 0 0
D-l_i -v —-v 1 0 0 0
E| 0 0 0 2(1+v) 0 0
0 0 2(1+v) 0
i 0 0 2(1+v) |
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Zestawienie odksztalcen podtuznych w przestrzennym stanie napr¢zen mozna zapisan

Za pomocg WZOrow:

- napr¢zenia dziatajace wzdhuz osi x
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W przypadku odksztatcen podtuznych, na podstawie badan stwierdzono zakres pracy
materiatu sprezystego, i w odniesieniu do ktorego mozna zapisac:

7, 7. T,
2y, = Gy 2y, = c 27yz=(y;




W  przypadku odksztatlcen postaciowych nie ma sprzezenia pomigdzy
odksztalceniami w stanie przestrzennym. Odksztalcenia postaciowe ostateczne zaleza
tylko od napre¢zen stycznych, dzialajacych w plaszczyZnie zmiany kata odksztalcenia
postaciowego.

W réwnaniach konstytutywnych wystepuja state materiatowe:
E — modut Younga, modut sprezystosci podtuzne;j
G — modut Kirchoffa, modut sprezystosci postaciowe;
v — wspotczynnik Poissona

Wszystkie powyzsze parametry laczy zalezno$¢:

E
¢= 2(1+v)

W przypadku zapisu réwnan konstytutywnych za pomoca rachunku tensorowego
dochodzg dwie state A 1 p, nazywane stalymi Lamego. Pomiedzy statymi Lamego a
wyzej wymienionymi statymi istniejg zaleznosci:

G
1-2v

A  1u=G

Zaleznos¢ migdzy naprezeniami 1 odksztatceniami mozna napisa¢ w formie rownania
macierzowego postaci :

o=De
gdzie:
(o, | (A+2u4 A A 0 0] N
| Oy, A A+2u A 0 0 €
) A A A+2u 0 0 0 €,
0= - D= E=
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Plaski stan napre¢zenia

Plaski element, ktorego grubos¢ jest znacznie mniejsza od dwoch pozostatych,
obcigzony tylko w swojej plaszczyznie nazywany jest tarczg. W takiej sytuacji na
powierzchni elementu nie ma obcigzen, a wigc nie ma naprezen czyli naprezenia, ktore
majg jeden z indeksow ,,z”, sg rowne zero. Taki stan naprezen nazywany jest ptaskim
stanem napregzen (PSN).

Tarcza obcigzona tylko w
swojej ptaszczyznie.

Zatozenie upraszczajace, ktore mozna stosowac np. w przypadku cienkich tarcz.

c.=0, 7,.=0. sz=0

Otrzymujemy nastgpujace sktadowe tensora odksztalcenia:

|4

gZ:—E(gx+gy), V.=0, 7/zy:0

Zredukowane wektory napregzen 1 odksztalcen majg postac:

O, | €y 1 v 0
) E
G=|0, E=€, | D=——|Vv 1 0
" ' =V~ 1-v
Ty | /. 0 0 5




Plaski stan odksztalcenia

W przypadku budowli, ktérych wymiary sg we wszystkich kierunkach podobne,
mozna wycig¢ plaski element. Na ten plaski element dzialajg pozostale czesci bryty,
ktére nie pozwalaja na odksztatcenia w kierunku prostopadtym do tarczy. W takiej
sytuacji na powierzchni elementu odksztalcenia sg rowne zero. Taki stan naprgzen
nazywany jest plaskim stanem odksztatcen (PSO).

F=q(X,Y)*h
&

Zatozenie upraszczajace, ktoére mozna stosowaé w przypadku ptaskich przekrojow

masywnych obiektow:

Otrzymujemy nast¢pujace sktadowe tensora odksztalcenia:
GZZV(GX+Gy), 7,.=0. 7,=0

Zredukowane wektory napregzen 1 odksztalcen majg postac:

1 —1_"
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1-v Y 0 —vi| —
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Rownania rownowagi:

Z warunkow rownowagi wynika, ze suma sit 1 momentow w uktadzie musi by¢ rowna
Zero.

YP=0  YM=0
i=1 i=

W postaci skalarnej zapis warunkéw roéwnowagi, dla ciata sztywnego przybiera
postac:

iIDXIZO iP}fz:O iPZi:O
i=1 = i=1

Y My =0 Z My =0 Z M, =0

W przypadku ptaskiego stanu naprezenia 1 odksztatcenia sktadowe napregzen si¢ zeruja
1 warunki réwnowagi sprowadzajg si¢ do postaci:

n

iP)ﬁ:O iPYi:O ZAIZ,-:O
=1 i=1

i=1

W analizie uktadu konstrukcyjnego rozré6zniamy dwa podstawowe typy elementéw dla
ktorych prowadzimy analize konstrukcji:
e Cialo doskonale sztywne (idealizacja):
Brak zmian odleglo$ci punktow ciata pod dziataniem obcigzen.
e Ciato odksztalcalne:
Odksztatcenia ciala sg na tyle duze, Ze nie jest mozliwe pomini¢cie odksztalcen
ciata w analizie, bez istotnej utraty doktadnosci obliczen.



Zasada prac wirtualnych

W przypadku ciata sztywnego, praca wykonywana na przemieszczeniach wirtualnych
przez sity zewnetrzne (obcigzenia, reakcje) rowna jest 0.

>P7=0
i=1

Przemieszczenie wirtualne powinno spetnia¢ nastepujace warunki:
» dowolne, niezalezne od sit dziatajagcych na bryle,
* zgodne z wigzami (kinematycznie dopuszczalne),
* niezalezne od czasu.




W przypadku ciata odksztatcalnego, wzrost energii potencjalnej ciata, znajdujacego sie
w rownowadze, jest rowny pracy sit zewne¢trznych wykonanych na przemieszczeniach
wirtualnych.

> po7,=E,
i=1

Przemieszczenie wirtualne powinno spetnia¢ nastepujagce warunki:
» dowolne, niezalezne od sit dziatajagcych na bryle,
* zgodne z wigzami (kinematycznie dopuszczalne),
* niezalezne od czasu.

Wzrost energii potencjalnej jest rowny pracy wykonywanej przez sity wewnetrzne na
przemieszczeniach wirtualnych.

EU:JG%WV
V

Na podstawie twierdzenia Clapeyrona mozemy stwierdzi¢, ze dla ukladu
sprezystego, znajdujgcego si¢ w rdwnowadze, praca sit zewnetrznych L, rowna jest
energii potencjalnej sit wewnetrznych (energii sprezystej):

L=V

IS pa = Loreay <Le
2;}3 u. 2}[0 sdV 2}[8 odV

lub nieco w innej wersji;
Praca sit zewnegtrznych jest miarg energii potencjalnej obcigzenia zewngtrznego
przeksztalcajgcej si¢ w energi¢ sprezysta:

L=V,=V=L,

Zatozenia przyjete w twierdzeniu Clapeyrona opisujg ukiad konstrukcyjny jako
spetniajacy warunki:

* material zachowuje si¢ zgodnie z prawem Hooke’a,

* nie ma takich warunkow brzegowych, ktérych istnienie zalezy od odksztalcenia
konstrukcji,

« temperatura uktadu jest stata,

* nie ma napre¢zen 1 odksztatcen wstepnych.



Uktad sit Py, wykonuje taka samg prace na przemieszczeniach wywotlanych
ukladem sit P;, jak ukiad sit P;, na przemieszczeniach wywolanych przez sity Py.
Twierdzenie to nosi nazwe twierdzenia o wzajemnosci prac wirtualnych i popularnie
jest nazywane twierdzeniem Bettiego.

Matematyczny opis tego twierdzenia wyglada nastepujaco:

;Pﬂ(.u] Z _]n
|

I Jj J - .y
P
UgleC|e belki od sity Uglec1e belki od sity lpj
A I A AU 2\
Praca sity P l g Praca sity P,
A ‘ uj e ‘ é A Mé
P -u, = P -u,;

Twierdzenie Maxwella
Jezeli na konstrukcje dziataja dwie niezalezne uogodlnione sity jednostkowe

Pi=1 1 P; = 1, wywolujace odpowiednio przemieszczenia wj; (przemieszczenie
w punkcie j na kierunku sity P; wywolane sita P;) 1 wj (przemieszczenie w punkcie 1 na
kierunku sity P; wywotane silg Pj), to te przemieszczenia sg sobie rowne.

Pw;=P,w,oraz PE1i1PF1 = w; = w;

P
UgleC|e belki od sity Ugiecie belki od sity lpj
P
A A =y A VA S R g\
Praca sity P; l : Praca sity P;
AT =D A~y =1
P.-u = P -u



Tryb postgpowania przy analizie konstrukcji metoda elementow skonczonych:

l.

2.

Analizowany obszar dzieli si¢ myslowo na pewna skonczong liczbe geometrycznie
prostych elementow, tzw. elementow skonczonych.

Zaktada si¢, ze te elementy potaczone s3 ze sobg w skonczonej liczbie punktow
znajdujacych si¢ na obwodach. Najczesciej sg to punkty narozne. Noszg one nazwe
weztow. Poszukiwane wartosci wielko$ci fizycznych stanowig podstawowy uktad
niewiadomych.

Obiera si¢ pewne funkcje jednoznacznie okreslajace rozklad analizowanej
wielkosci fizycznej wewnatrz elementéw skonczonych, w zaleznosci od wartosSci
tych wielkosci fizycznych w weztach. Funkcje te noszg nazwe funkcji weztowych
lub funkcji ksztaltu.

Réwnania rézniczkowe opisujace badane zjawisko przeksztalca sig, poprzez
zastosowanie tzw. funkcji wagowych, do rownan metody elementéw skonczonych.
Sa to rbwnania algebraiczne.

Na podstawie rownan metody elementéow skonczonych przeprowadza si¢
asemblacje uktadu réwnan, tzn. oblicza si¢ wartosci wspdlczynnikdéw stojacych
przy niewiadomych oraz odpowiadajgce im wartoSci prawych stron. Jezeli
rozwigzywane zadanie jest niestacjonarne, to w obliczaniu warto$ci prawych stron
wykorzystuje si¢ dodatkowo warunki poczatkowe. Liczba réwnan w ukladzie jest
rowna liczbie weztow przemnozonych przez liczbe stopni swobody wezitow, tzn.
liczbg niewiadomych wystepujacych w pojedynczym wezle.

Do tak wutworzonego ukladu roéwnan wprowadza si¢ warunki brzegowe.
Wprowadzenie tych warunkéw nastepuje poprzez wykonanie odpowiednich
modyfikacji macierzy wspotczynnikow uktadu réwnan oraz wektora prawych
stron.

Rozwigzuje si¢ uklad réwnan otrzymujac wartosci poszukiwanych wielkosci
fizycznych w weztach.

W zaleznosci od typu rozwigzywanego problemu, lub potrzeb, oblicza si¢
dodatkowe wielkosci.

. Jezeli zadanie jest niestacjonarne (nieliniowe), to czynnosci opisane w pkt. 5, 6, 7 1

8 powtarza si¢ az do momentu speinienia warunku zakonczenia obliczen. Moze to
by¢ np. okreslona wartos¢ wielkosci fizycznej w ktéryms z weztow, czas przebiegu
zjawiska lub jaki$ inny parametr.



