MODELE KOMPUTEROWE KONSTRUKCJI PRETOWYCH

Zasadniczym zadaniem konstruktora w tworzeniu modelu komputerowego konstrukcji
pretowych jest dobor
e modelu preta z uwzglednieniem wymiaréw poprzecznych, materiatu, sztywnosci,
parametréw podatnosciowych w wezle konstrukeji
e modelu konstrukeji, zszycia poszczegdlnych pretow w weztach, geometrii uktadu
konstrukcyjnego
e podparcia konstrukcji, podpory sztywne, przegubowe, stopnie swobody

Elementy konstrukcji pretowych modelowane sg za pomoca preta prostego dla ktorego
okresla si¢:
e liczbe stopni swobody preta wynikajacg z liczby stopni swobody kazdego wezla
e zalozenia dotyczace zwigzkdw geometrycznych przemieszczen 1 odksztalcen oraz
fizycznych odksztalcen 1 naprezen
e macierzy sztywnosci preta
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Wektor przemieszczen
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Macierz sztywnosci dla preta prostego
Dla preta o dlugosci / poddany obcigzeniu na koncach sitami N; 1 N, wywolujgcymi
przemieszczenia u; 1 ua.
Wektory sit zewnetrznych 1 przemieszczen wyrazajg si¢ wzorem
Q= {NI’NZ}’ q= {ul’uz}

Funkcja ksztattu z wielomianu Lagrange'a

- dla preta obcigzonego osiowo EAu"(x)+p, =0

- dla preta nieobcigzonego u’(x)=0

Po scatkowaniu otrzymujemy funkcje

u=A+AX
Przyjmujac warunki brzegowe u; = 1, u = 0 1u; =0, u; = 1 otrzymujemy state calkowania w
postaciA; =1, Ay =-1/ 1A =0,u, =1/L
Podstawiajac state calkowania do wzorow funkcji Lagrange'a dla elementu dwuwegztowego
otrzymujemy:

X— X
- dla wezta pierwszego ¢, = -1 =1-—
x—=0 x
- dla wezta drugiego 9, = o = T

Pole przemieszczen opisuje wielomian

u=0u, +0,u, :(1_?}11 +?u2

. , . . . du
Zwigzek geometryczny odksztalcen z przemieszczeniami ma posta¢ € =—=1u
X

X

Pole odksztalcen elementu e=u, = ((1)q)X =¢ q=Bq

B = R

zwigzek fizyczny naprezenie odksztalcenie € = A stad wewngtrzna sila osiowa w precie:

N =EAe=EABq



Praca sit zewnetrznych na przemieszczeniach wirtualnych:

8L, =8q"'Q=358u,N, +56u,N,
Praca sit wewngtrznych wywotuje odksztalcenia L, = duN , r6zniczkujgc po dlugosci
otrzymamy

8L, = [3q"B"EABqdx
1

Z warunku rownowagi prac wirtualnych 8q'Q= ISqTBTEABqu ,stad Q = EAqIBTBdX
1 1

1| -1
Transponowana macierz sztywnosci wyglada w nastepujacy sposob B' = ILF J



EA [+1-1
A macierz sztywnosci preta K = T 141 a rOwnanie preta ma postac
N,| EA[+1-]ju,
N,| 1 |~1+1u,

Po wymnozeniu otrzymuje si¢ uktad rownan
EA
N, = T (ul —u, )

EA
N, :T(_ul +u2)

Pret zginany w jednej plaszczyznie
Dla preta o dlugosci / poddany obcigzeniu na koncach momentami M; 1 M, wywotujacymi
przemieszczenia o 1 o, oraz sitami poprzecznymi do preta T; 1 T, wywolujacymi
przemieszczenia wi 1 wa,
Wektory sit zewnetrznych 1 przemieszczen wyrazajg si¢ wzorem
Q= {TI’MI’TZ’MZ}’ q= {Wl’al’wzaaz}

Funkcja ksztaltu z wielomianu Hermite'a
Po scatkowaniu otrzymujemy funkcje przemieszczen

w =Hg, ()w, +Hj,(x)a, +Hy, (X)Wz +Hj,, (X)az
Funkcja krzywizny linii ugiecia
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zwigzek fizyczny naprezenie odksztalcenie:
M =Elk =EIBq

b

stad wewnetrzna sila osiowa w precie
Praca sit zewnetrznych na przemieszczeniach wirtualnych:

SL, =8a,M, +8&w T, +8a,M, +w,T, =8q'Q
Praca sit wewngtrznych wywotuje odksztalcenia L, = daM, rézniczkujac po dhugosci

otrzymamy

8L, = [8q"B"EIBqdx
1

Z warunku rownowagi prac wirtualnych 8q'Q= ISqTBTEIBqu, stad Q = EIqIBTBdX
1 1
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Macierz sztywnosci preta

, arObwnanie macierzowe preta ma postac
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Po wymnozeniu otrzymuje si¢ uktad rownan
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Réwnanie metody elementéw skonczonych dla modelu w globalnym ukfa-
dzie odniesienia zapisa¢ mozemy jako:

K-a=f, (1)

gdzie K jest globalng macierza sztywnosci analizowanego uktadu, a wek-
torem parametrow weztowych (przemieszczen, obrotéw - jesli wystepuja),
f wektorem (weztowych) obcigzen zewnetrznych.

Podobng zaleznos¢ zapisa¢ mozemy réwniez dla pojedynczego elementu
skonczonego:

k- V;=8;, (2)

gdzie k; jest macierza sztywnosci i-tego elementu w uktadzie globalnym,
V., wektorem parametrow weztowych elementu, S; obcigzeniem dziata-
jacym w weztach i-tego elementu.

Przejscie pomiedzy lokalnym uktadem wspotrzednych (dla danego ele-
mentu) oraz globalnym ukfadem wspdtrzednych (dla catej konstrukgji)
wymaga uwzglednienia réznicy katéow pomiedzy osiami obu ukfadow.
Macierz kosinuséw w przestrzeni 2D zapisa¢ mozemy jako

b

'i —_—

cos(z,§) cos(z,n) ] _ [ cos(a) —sin(a) (3)

cos(y,&) cos(y,n) sin(a) cos(a)

gdzie z,y sa osiami globalnego uktadu
wspotrzednych, &, 71 s3 osiami ukfadu lo-
kalnego, zas a wyraza kat pomiedzy osia-
mi obu uktadéw odniesienia.

Przyjmujac dla uproszczenia zatozenie, ze
¢ = cos(a) oraz s = sin(a), réwnanie (3)
skraca sie do postaci




Aby transformowac wektory obcigzenia (pomiedzy uktadami odniesie-
nia), postuzy¢ nalezy sie nastepujacymi formutami podanymi w notacji
macierzowej

S;i=C;-S;y & S;;=CT.s.. (4)
W identyczny sposob transformuja sie wektory przemieszczen
V,=C;-Vyy & Vi =Cl.v, (5)

Wymiar tzw. macierzy kierunkowej C; zaleze¢ moze np. od liczby stop-
ni swobody w wezle i liczby weztéw w danym elemencie. Przyktadowo
dla elementu pretowego z dwoma stopniami swobody w kazdym wezle,
macierz kierunkowa bedzie mie¢ wymiar 4x4 i przyjmie postac

c —s 0 0
c; O s e U 9
G = ! 0 ¢ ] 1D O e =] (6)
0 0 s ¢
Woéwczas formute transformacji wektora obcigzen (4) zapisa¢ mozemy
jako
S ] c —-s 0 0 [ Ne ]
Sa 1 . l s e 0 0 ] Ty 1
Ss - 0 0 c —s N¢
[ Sa ]2 8 - 0 N © e [ Ty ]2
é:’ - S‘:z

Zapisujac réwnianie MES dla elementu w uktadzie lokalnym (analogicz-
nie do (2)) jako

Sit=kii1Viy

mozemy podstawi¢ je do réwnania (4), a uwzgledniajac zaleznos¢ (5)
dostaniemy

Si = Ci kiVii = Cikiy CT Vi=k; V,

w
k;



Przez analogie do réwnania MES spostrzec mozna, ze réwnanie trans-
formacji lokalnej macierzy sztywnosci elementu w macierz globalng ele-
mentu zdefiniowaé mozemy zaleznoscia

ki =Ci-kig-Cyf (4)
Zatem dla wspomnianego elementu pretowego z dwoma stopniami swo-

body w kazdym wezle, przeksztatcenie macierzy lokalnej w globalna
przyjmie postac:

c —s 0 i1 0 -1 O c —s O 0
k—| s ¢ 0 0 EAlo o o0 o s ¢ 0 0
% = 0 0 c —s i 1 0 -1 0 0 0 c —s
0 0 s c 0 O 0 0 0 0 s c
c? cs —c?  —cs
EA e = EA SO 18
— 032 s gs s _ I: k%ll) k%?) ] (5)
l —C —cCs c cs l k k
2 2 21 22
—cs —s cs s
Schemat kratownicy 2D

Dla przyktadu rozwigzmy za pomoca MES prosty uktad kratownicowy,
ktérego schemat pokazano na ponizszym rysunku.
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Rysunek 1: Schemat kratownicy.



Dyskretyzacja
Pierwszym etapem algorytmu MES jest dyskretyzacja (idealizacja)
rozwazanego modelu. Polega to przede wszystkim na podziale konstrukgji
na elementy skonczone, a nastepnie ponumerowaniu zdefiniowanych
w ten sposob weztéw i elementow.

X

Rysunek 2: Dyskretyzacja ukfadu kratownicy.

Analiza Elementu
Nastepnie w kazdym z weztéw
przyjmujemy odpowiednia do da-
nego typu elementu liczbe stopni
swobody. Dla elementu kratowni-
cowego (T=0) sytuacja ta poka-
zana zostafa na rysunku obok.

Lokalng macierz sztywnosci i—
tego elementu kratownicowego  Rysunek 3: Dodatnie kierunki sit
zapisa¢ mozemy jako: dla uktadu lokalnego i globalnego.
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Macierze sztywnosci elementu

Korzystajac z réwnania (4) otrzymujemy globalng macierz sztywnosci k;
dla i—tego elementu w postaci (5):

2 2

e cs —c —cs
e EA cs o2 —ca —a2
1 1 —c2 —cs 2 cs

2

-_Cc8 -_—8 cs -

Zatem dla kolejnych elementéw naszego modelu, nachylonych do uktadu
globalnego pod katem «, dostaniemy

BA 1 0 -1 0
— n° _ _ _ _ _ . 0 0 0 0
(a=10",;a=1,8=0) ko =ky = kg = T o 0 1 ot
| O 0 0 0
EA'O 0 0 0
0 1 0 -1
(Q:QOo’c:Os:.l) k1=k5_ T 0 0 0 o
| O -1 0 SO
- 1 x| = -1
(x=45",c=8=—) k3=k7= =T 1 1 1
: o S B A |
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Agregacja
Kolejnym etapem algorytmu MES ztozenie macierzy sztywnosci kazdego
z elementéw w globalng macierz catego ukfadu wg zaleznosci

K=K, +Ks+...+ Ky (7)

Macierze sztywnosci K; musza uwzglednia¢é zaréwno informa-
cje o poczatkowym i koncowym wezle danego elementu, jak
rowniez potozenie danego elementu w analizowanym uktadzie.

Konstruujac zatem globalng macierz sztywnosci K; (dla elemen-
tu nr 1), wiemy ze element ten ma swoj poczatek w wezle nr 2
(wg globalnej numeracji weztéw) oraz koniec w wezle nr 1. Jedli 1©2
przyjmiemy dla ukfadu lokalnego, ze poczatek jest punktem nr 1,

a koniec 2, woéwczas: E

v’ przypadkowi wezta 1-1 odpowiada lokalna numeracja 2-2, co
wskazuje na element k%) globalnej macierzy sztywnosci k;
v’ pofaczeniu weztéw 1-2 odpowiada lokalna numeracja 2-1, co
. (1) ; : m
wskazuje na element k;,’ globalnej macierzy sztywnosci k;




Przechodzac do wezta nr 2 napisa¢ mozemy, ze:

v przypadkowi wezta 2-2 odpowiada lokalna numeracja 1-1, co wska-

zuje na element k§1 globalnej macierzy sztywnosci ki
v dla przypadku potaczenia 2-1 odpowiada lokalna numeracja 1-2, co

wskazuje na element k§2) globalnej macierzy sztywnosci ki

Na tej podstawie zbudowaé mozemy teraz globalng macierz K1, umiesz-

czajac podmacierze k( ) na miejscach odpowiadajacym indeksom wyzna-
czonym przez numery we,z’féw, jak nastepuje

1 1 -
kzlz k%ll; 000
EFA k12 k11 0 00
K1=T 0 0O 0 0 O
0O 0 0 0 0

. 0 0 0 0 O

gdzie wymiar macierzy K; odpowiada liczbie weztéw (5 x 5).

Dla elementu nr 2 (poziomy), kolejnym indeksom odpowiadaja macierze:

2
v 1-1=k?
v 13= ki I w3
v 33>k ! ?
2
v 31=k?

Zatem globalna macierz K5 dla elementu nr 2 przyjmuje postac

k® 0 k2 0 0]
0 0 0 0 0

EA
Ky—— k7 D k3 6D
0 0 0 00
0 0 0 0 0.




Dla elementu nr 3 (skosny), kolejnym indeksom odpowiadaja macierze:
3

v 22=kY >
J 28= k§’§)
3
v 33=LkY
v 32=kP 2

1
Zatem globalna macierz K3 dla elementu nr 3 przyjmuje postac

"0 0 0 0 017

(3) (3
gal 0 k(3) k(g) 0 0
Ka—T 8 ki@ & 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0|

Dla elementu nr 4 (poziomy), kolejnym indeksom odpowiadaja macierze:

v 22=kY

v 24=k% 2 - y
v 44=k) I 2
v 42>k

Zatem globalna macierz K, dla elementu nr 4 przyjmuje postaé

"0 0 0 0 07

4 4
eal 0 KP 0 K o0
Ky===[0 0 0 0 0
0 kY o k) o
(0 0 0 0 0

Analogicznie tworzymy macierze K; dla pozostatych elementéw (5 do 7),
co zaleca sie wykonac samodzielnie.



Wektor przemieszczen i obcigzenia
Przyjmijmy nastepujace zatozenia:

v niech wektor przemieszczen a zawiera sktadowe przemieszczenia
w ukfadzie globalnym) kazdego z weztéw analizowanego ukfadu,

v’ oraz na wektor sit f niech skfadaja (znane) sity potencjalnie wyste-
pujacych w weztach.

Powyzsze sformutowania zapisa¢ mozemy jako

[ a1, | | Fow |
A1y fly
a2z me
A2y f2y
a3z f3$

&= f —
azy ' f3y
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Warunki brzegowe

Z uwagi na warunki podparcia naszego uktadu zapisa¢ mozemy nastepu-
jace warunki brzegowe:

/ Aoy = O:
/ a2y = 01
v a4y =0.

Wartosci tych jednak nie podstawiamy wprost do wektora przemiesz-
czen a, lecz wpisujemy je w odpowiednie miejsca wektora sit f. W konse-
kwencji pozwala to zmodyfikowac wartosci macierzy sztywnosci K w ta-
ki sposob, ze w miejscach przeciecia sie wybranych wierszy i kolumn
wstawiamy wartos¢ 1, natomiast pozostate wartosci w tych wierszach
i kolumnach zerujemy.

Dzieki temu macierz K staje sie macierza nieosobliwg i mozliwe jest
wyznaczenie K~!. Ostateczny wyglad macierzy sztywnosci K oraz wek-
tora obcigzenia f pokazany zostat na kolejnym slajdzie. Zmodyfikowane
sktadniki wyrézniono kolorem czerwonym.



Warunki brzegove

Po uwzglednieniu warunkéw brzegowych macierz sztywnosci K oraz wek-
tor obcigzenia f przyjma wartos¢:

- 1 o 0 0 -1 0 0 0 0 0 - y _ N
0 1 0 0 0 0 0 0 0 fl-”ﬂ 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 1y 0

0 0o 0 1 0 0 0 0 PI 0

_ 5 1 _ 2y 0
=1y e 606 F ] 3 % B & |ees| B ]=] 8
1 2 = fay 0

o o o o o o 3 o -} -3 fax 0

0 0 o0 o 0 0 0 1 0 0 fay 0

o 0 0 0 -1 o _% 0 % % fsz OP
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W ten sposob pozbyliSmy sie osobliwosci macierzy K. Przeksztatcajac
nastepnie réownianie (1) do postaci

a=KIf,

wyznaczy¢ mozemy nieznane przemieszczenia weztow rozpatrywanego
uktadu. Dalej, znajac przemieszczenia a, okreslic mozemy sity wewnetrz-
ne kazdego z elementéw.

Wyznaczanie sil przekrojowych

Wezmy dla przyktadu elementu nr 2, dla ktérego zapisaé mozemy réw-
nanie Sy = ko V,. Wynika z niego, ze:

S1 i
S a

2 = k2 : ly a. I ,TI 3 a.
Ss asz >
54 a3y a, a.

Korzystajac z réwnan transformacji (4) lub (5) fatwo mozemy przejs¢ do
uktadu lokalnego i wyznaczy¢ wartosci sit przekrojowych Q oraz N:

Ny S1 Ny a1z
Q1 | _~T | 52 Q1 | _ . o7 | ey
g 1= C; Sa Iub Ny | = ko - C; .
Q2 Sy Q2 asy

Tym sposobem dobrneliSmy do korca przyktadu. Z uwagi na ludzka niedoskonatos¢ prezentacja
moze zawierac pewne btedy numeryczne. Dlatego w trakcie samodzielnej pracy nigdy nie moze
zabraknac¢ czujnosci.




