
MODELE KOMPUTEROWE KONSTRUKCJI PRĘTOWYCH 
 
Zasadniczym zadaniem konstruktora w tworzeniu modelu komputerowego konstrukcji 
prętowych jest dobór  

 modelu pręta z uwzględnieniem wymiarów poprzecznych, materiału, sztywności, 
parametrów podatnościowych w węźle konstrukcji 

 modelu konstrukcji, zszycia poszczególnych prętów w węzłach, geometrii układu 
konstrukcyjnego 

 podparcia konstrukcji, podpory sztywne, przegubowe, stopnie swobody 
 
Elementy konstrukcji prętowych modelowane są za pomocą pręta prostego dla którego 
określa się: 

 liczbę stopni swobody pręta wynikającą z liczby stopni swobody każdego węzła 
 założenia dotyczące związków geometrycznych przemieszczeń i odkształceń oraz 

fizycznych odkształceń i naprężeń 
 macierzy sztywności pręta 

 

 
 
Wektor przemieszczeń 
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Macierz sztywności dla pręta prostego 
Dla pręta o długości l poddany obciążeniu na końcach siłami N1 i N2 wywołującymi 
przemieszczenia u1 i u2.  
Wektory sił zewnętrznych i przemieszczeń wyrażają się wzorem 

 21 N,NQ  ,   21 u,uq   
Funkcja kształtu z wielomianu Lagrange`a  
 - dla pręta obciążonego osiowo   0p)x(uEA x   
 - dla pręta nieobciążonego    0)x(u   
 
Po scałkowaniu otrzymujemy funkcję  

xAAu 21   
Przyjmując warunki brzegowe u1 = 1, u2 = 0 i u1 = 0, u2 = 1 otrzymujemy stałe całkowania w 
postaci A1 = 1, A2 = -1/l  i A1 = 0, u2 = 1/l.  
Podstawiając stałe całkowania do wzorów funkcji Lagrange`a dla elementu dwuwęzłowego 
otrzymujemy:  

 - dla węzła pierwszego 
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Pole przemieszczeń opisuje wielomian 
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Związek geometryczny odkształceń z przemieszczeniami ma postać xu
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związek fizyczny naprężenie odkształcenie  
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 , stąd wewnętrzna siła osiowa w pręcie: 
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Praca sił zewnętrznych na przemieszczeniach wirtualnych: 
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Praca sił wewnętrznych wywołuje odkształcenia duNLw  , różniczkując po długości 
otrzymamy  
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Z warunku równowagi prac wirtualnych 
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Transponowana macierz sztywności wygląda w następujący sposób 
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A macierz sztywności pręta  1
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 , a równanie pręta ma postać  
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Po wymnożeniu otrzymuje się układ równań  
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Pręt zginany w jednej płaszczyźnie 
Dla pręta o długości l poddany obciążeniu na końcach momentami M1 i M2 wywołującymi 
przemieszczenia 1 i 2, oraz siłami poprzecznymi do pręta T1 i T2 wywołującymi 
przemieszczenia w1 i w2, 
Wektory sił zewnętrznych i przemieszczeń wyrażają się wzorem 

 2211 M,T,M,TQ  ,   2211 ,w,,wq   
Funkcja kształtu z wielomianu Hermite`a  
Po scałkowaniu otrzymujemy funkcję przemieszczeń  
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Funkcja krzywizny linii ugięcia 
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związek fizyczny naprężenie odkształcenie: 
EIBqEIM   

stąd wewnętrzna siła osiowa w pręcie 
Praca sił zewnętrznych na przemieszczeniach wirtualnych: 
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22221111z   

Praca sił wewnętrznych wywołuje odkształcenia MdLw  , różniczkując po długości 
otrzymamy  
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Z warunku równowagi prac wirtualnych 
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Macierz sztywności pręta  
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 , a równanie macierzowe pręta ma postać  
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Po wymnożeniu otrzymuje się układ równań  
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Schemat kratownicy 2D 
 

 
 
 
 
 
 
 
 



Dyskretyzacja 

 
Analiza Elementu 

 
 
 
 
 
 
 



Macierze sztywności elementu 

 
Agregacja 

 
 
 
 
 



 
 

 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 



Wektor przemieszczeń i obciążenia 

 
 
Warunki brzegowe 
 

 
 
 



Warunki brzegove 

 
Wyznaczanie sił  przekrojowych 

 


